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Funciones �nitamente aditivas, �-aditivas y �-subaditivas

Vamos a trabajar con el conjunto de números reales extendidos, el cual consiste del conjunto
de números reales y dos elementos especiales, �1 y 1, con los cuales operaremos bajo las
siguientes convenciones:

Si c 2 R, entonces:

�1 < c <1

c�1 = �1

c+1 =1

c (1) =1 si c > 0

c (1) = �1 si c < 0

(0) (1) = (0) (�1) = 0
c
1 = c

�1 = 0

(1) (1) =1+1 =1

1�1 e 1
1 no están de�nidos

R denotará al conjunto R [ f�1;1g

De�nición 1 (Función �nitamente aditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y
A un álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es
�nitamente aditiva si dada cualquier familia �nita, A1; : : : ; An, de elementos de A tal que
Ai \ Aj = ; para i 6= j, entonces:

�(
nS
k=1

Ak) =
Pn

k=1 �(Ak)
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Obsérvese que, si A es un álgebra de subconjuntos de F, para probar que una función
� : A 7! R es �nitamente aditiva, basta con demostrar que si A y B son dos conjuntos
ajenos del álgebra, entonces �(A[B) = �(A)+�(B). Teniendo esta propiedad, la aditividad
�nita se prueba con un razonamiento de inducción.

De�nición 2 (Función �-aditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y A un álgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es �-aditiva si es
�nitamente aditiva y dada cualquier familia in�nita numerable, A1; A2; : : :, de elementos de

A tal que Ai \ Aj = ; para i 6= j y
1S
k=1

Ak 2 A, entonces:

�

� 1S
k=1

Ak

�
=
P1

k=1 �(Ak)

De�nición 3 (Función �-aditiva sobre una �-álgebra). Sea F un conjunto y = una �-
álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : = 7! R es �-aditiva si
es �nitamente aditiva y dada cualquier familia in�nita numerable, A1; A2; : : :, de elementos
de = tal que Ai \ Aj = ; para i 6= j, entonces:

�

� 1S
k=1

Ak

�
=
P1

k=1 �(Ak)

De�nición 4 (Función �-subaditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y A un
álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es �-subaditiva,
o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier colección in�nita
A1; A2; : : : de elementos de A tales que

S1
n=1An 2 A, entonces:

� (
S1
n=1An) �

P1
n=1 �(An)

De�nición 5 (Función �-subaditiva sobre una �-álgebra). Sea F un conjunto y =
una �-álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : = 7! R es
�-subaditiva, o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier
colección in�nita A1; A2; : : : de elementos de =, entonces:

� (
S1
n=1An) �

P1
n=1 �(An)

Proposición 1. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una
función no negativa �nitamente aditiva, entonces:

1. Si A;B 2 A y A � B, entonces �(A) � �(B). Además, si � (A) <1, entonces �(B�A) =
�(B)� �(A).
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2. Para cualquier pareja A;B 2 A tal que � (A) <1 o � (B) <1, se tiene:

� (A [B) = � (A) + � (B)� � (A \B).

3. Si A1; : : : ; An 2 A, entonces � (
Sn
k=1Ak) �

Pn
k=1 �(Ak).

Demostración

SeanA;B 2 A tales queA � B, entoncesB = A[(B � A), así que �(B) = �(A)+� (B � A).
Por lo tanto, �(A) � �(B), ya que � es no negativa.

Sean ahora A1; : : : ; An 2 A y de�namos A0 = ;, entonces:

� (
Sn
k=1Ak) = �

�Sn
k=1

�
Ak �

Sk�1
j=0 Aj

��
=
Pn

k=1 �
�
Ak �

Sk�1
j=0 Aj

�
�
Pn

k=1 �(Ak)

Medidas sobre álgebras y �-álgebras

De�nición 6. Sea F un conjunto y = una �-álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una
función no negativa � : = 7! R es una medida si � es �-aditiva y � (;) = 0.

Obsérvese que si hay algún elemento en =, de medida �nita, la condición � (;) = 0 es
redundante ya que, si A 2 = y � (A) <1, entonces:

� (A) = � (A [ ;) = � (A) + � (;)

Así que � (;) = 0.

De�nición 7. Llamaremos espacio de medida a una terna (F;=; �) donde F es un conjunto,
= una �-álgebra de subconjuntos de F y � : = 7! R una medida.

De�nición 8. Sea (F;=; �) un espacio de medida. Diremos que � es �nita si � (F) < 1.
Diremos que � es �-�nita si existe una colección in�nita numerable de conjuntos Ek 2 =
tales que F =

S1
k=1Ek y � (Ek) <1 para cualquier k.
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Si � es �-�nita, los conjuntos Ek 2 = tales que F =
S1
k=1Ek y � (Ek) < 1 para cualquier

k, pueden escogerse de tal forma que sean ajenos por parejas. En efecto, los conjuntos
E 0k = Ek �

Sk�1
j=1 Ej son ajenos por parejas, E

0
k 2 = y � (E 0k) < 1 para cualquier k, y

F =
S1
k=1E

0
k. También pueden elegirse los conjuntos Ek de tal forma que la sucesión (Ek)k2N

sea creciente. En efecto, si se tiene una sucesión de conjuntos Ek 2 = tales que F =
S1
k=1Ek

y � (Ek) < 1 para cualquier k, entonces, de�niendo, para cualquier k 2 N, E 0
k =

Sk
j=1Ej,

la sucesión
�
E

0
k

�
k2N es creciente y tiene la misma propiedad.

Teorema 1. Sea F un conjunto, = una �-álgebra de subconjuntos de F y � : = ! R una
medida. Entonces:

1. Para cualquier sucesión creciente (An)n2N, de elementos de =, se tiene:

� (
S1
n=1An) = l��mn!1 �(An)

2. Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de =, tales que �(AN) < 1
para alguna N 2 N, se tiene:

� (
T1
n=1An) = l��mn 1 �(An)

Demostración

1. Sea (An)n2N una sucesión creciente de elementos de =.

Si �(An) =1 para alguna n 2 N, entonces l��mn 1 �(An) =1 y � (
S1
n=1An) =1; así que

� (
S1
n=1An) = l��mn 1 �(An).

Supongamos ahora que �(An) <1 para cualquier n 2 N. De�namos B1 = A1 y, para cada
n 2 f2; 3; : : :g, Bn = An � An�1. Entonces los conjuntos B1; B2; : : : pertenecen a =, son
ajenos por parejas y

S1
n=1An =

S1
n=1Bn. Así que:

� (
S1
n=1An) = � (

S1
n=1Bn) =

P1
n=1 �(Bn) = l��mn 1

Pn
k=1 �(Bk)

= �(B1) + l��mn 1
Pn

k=2 �(Ak � Ak�1) = �(B1) + l��mn 1
Pn

k=2 [�(Ak)� �(Ak�1)]

= �(B1) + l��mn 1 �(An)� �(A1) = l��mn 1 �(An)

2. Sea (An)n2N sucesión decreciente de elementos de = tales que �(AN) < 1 para alguna
N 2 N.
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Para cada k 2 fN + 1; N + 2; : : :g, de�namos Bk = AN�Ak. Entonces la sucesión (BN+n)n2N
es creciente y

S1
n=N+1Bn = AN �

T1
n=N+1An, así que:

� (
T1
n=1An) = �

�T1
n=N+1An

�
= �(AN)� �

�S1
n=N+1Bn

�
= �(AN)� l��mn 1 �(BN+n) = �(AN)� l��mn 1 �(AN � AN+n)

= l��mn!1 �(AN+n) = l��mn 1 �(An)

Límites superior e inferior de una sucesión de conjuntos

Las propiedades demostradas en el resultado anterior dan la idea de que una medida es
continua en un cierto sentido, aunque rigurosamente, para poder hablar de la continuidad
de una medida se requiere que en el dominio donde está de�nida, en este caso una �-álgebra
de subconjuntos de un conjunto, se tenga de�nida una topología que nos permita hablar de
vecindades y límites en ese dominio. No la tenemos de�nida; sin embargo, podemos de�nir
lo que entendemos por el límite de una sucesión de conjuntos, cuando existe, basándonos en
conceptos similares a los de límite superior e inferior de una sucesión de números reales.

De�nición 1. Sea (xn)n2N una sucesión de números reales. Se dice que un número real x
es punto límite de (xn)n2N si existe una subsucesión de (xn)n2N que converge a x. También
diremos que 1 (resp. �1) es punto límite de (xn)n2N si existe una subsucesión de (xn)n2N
que diverge a 1 (resp. �1).

Teorema 2. Si la sucesión (xn) está acotada entonces existe por lo menos un número real
x que es punto límite de (xn).

Demostración

Sea M 2 R tal que jxnj �M para cualquier n 2 N.

De�namos inductivamente una sucesión de intervalos In = [an; bn] tales que:

1. bn � an = M
2n�2

2. In+1 � In para cualquier n 2 N
3. Para cualquier n 2 N, In contiene una in�nidad de términos de la sucesión (xn)n2N.

1. Esta de�nición puede hacerse de la siguiente manera:

De�namos I1 = [�M;M ].
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Habiendo de�nido el intervalo In = [an; bn] con las propiedades mencionadas, sea cn el punto
medio de In. Entonces, al menos uno de los intervalos [an; cn] ó [cn; bn] contiene una in�nidad
de términos de la sucesión (xn)n2N. De�namos entonces In+1 como cualquiera de esos dos
intervalos que contenga una in�nidad de términos de la sucesión (xn)n2N.

La sucesión de intervalos In así construida satisface las propiedades mencionadas.

Por el teorema de los intervalos encajados, se tiene:T1
n=1 In 6= ;

Además, como la longitud de los intervalos In tiende a cero, la intersección
T1
n=1 In contiene

un único punto x.

Tomemos en cada intervalo In un elemento xkn de la sucesión (xn)n2N de tal forma que
kn+1 > kn. Entonces, (xkn)n2N es una subsucesión de (xn)n2N que converge a x.

Si una sucesión (xn)n2N no está acotada, entonces existe una subsucesión que diverge a1 o
a �1, así que se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3. Toda sucesión tiene por lo menos un punto límite.

Proposición 4. Una sucesión (xn)n2N converge a x 2 R si y sólo si x es el único punto
límite de (xn)n2N.

Demostración

Es inmediato que si (xn)n2N converge a x entonces toda subsucesión de (xn)n2N también
converge a x, así que x es el único punto límite de (xn)n2N.

Supongamos ahora que x es el único punto límite de (xn)n2N. Esto implica, en particular que
(xn)n2N está acotada pues, de otra forma, 1 o �1 sería también punto límite de (xn)n2N.

Supongamos que (xn)n2N no converge a x, entonces existe " > 0 tal que, para cualquier
N 2 N, existe n � N tal que jxn � xj � ". Se puede entonces tomar una sucesión creciente
de números naturales (kn)n2N tal que jxkn � xj � " para cualquier n 2 N. Por el teorema 2,
existe un número real y que es punto límite de (xkn)n2N. Se tiene jy � xj � ", así que y 6= x,
lo cual contradice el que x es el único punto límite de (xn)n2N.
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Por la completez del conjunto de los números reales sabemos que todo conjunto acotado por
arriba (resp. acotado por abajo) tiene un supremo (resp. ín�mo).

Vamos a trabajar con la convención siguiente:

Si A es un conjunto de números reales que no está acotado por arriba, de�nimos el supremo
de A como 1. De la misma manera, si A no está acotado por abajo, de�nimos el ín�mo de
A como �1.

De esta forma, todo conjunto de números reales tiene un supremo y un ín�mo.

De�nición 5 (Límites superior e inferior de una sucesión). Sea (xn)n2N una sucesión
de números reales. De�nimos el límite superior de (xn)n2N, l��m sup (xn), y el límite inferior
de (xn)n2N, l��m��nf (xn), de la siguiente manera:

1. l��m��nf (xn) = ��nf
�
x 2 R : x es punto límite de (xn)n2N

	
2. l��m sup (xn) = sup

�
x 2 R : x es punto límite de (xn)n2N

	
Se tiene siempre l��m��nf (xn) � l��m sup (xn) y la proposición 4 implica inmediatamente el
siguiente resultado:

Proposición 6. Una sucesión (xn)n2N es convergente si y sólo si:

l��m��nf (xn) = l��m sup (xn) 2 R

En algunos textos se de�nen el límite inferior y superior de una sucesión (xn)n2N de la
siguiente manera:

l��m��nf (xn) = sup f��nf fxj : j � ng : n 2 Ng

l��m sup (xn) = ��nf fsup fxj : j � ng : n 2 Ng

En la siguiente proposición se demuestra la equivalencia de estas de�niciones con las que
dimos con anterioridad.

Proposición 7 (Caracterización de los límites superior e inferior). Para cualquier
sucesión acotada (xn)n2N se tiene:

1. l��m��nf (xn) es punto límite de (xn)n2N y:
l��m��nf (xn) = sup f��nf fxj : j � ng : n 2 Ng

2. l��m sup (xn) es punto límite de (xn)n2N y:
l��m sup (xn) = ��nf fsup fxj : j � ng : n 2 Ng
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Demostración

1. Para cada n 2 N, sea zn =��nf fxj : j � ng.

La sucesión (zn)n2N es no decreciente así que el límite z = l��mn 1 zn existe y es un número
real ya que la sucesión (xn)n2N está acotada. Además:

l��mn 1 zn = sup f��nf fxj : j � ng : n 2 Ng

Así que, dada cualquier " > 0, existe N 2 N tal que z � " < zn � z para cualquier n � N .
Existe entonces una subsucesión (zkn)n2N tal que z � 1

n
< zkn � z para cualquier n 2 N; es

decir, z � 1
n
< ��nf fxj : j � kng � z.

Por lo tanto, para cada n 2 N, existe jn � kn tal que z � 1
n
< xjn � z. La sucesión j1; j2; : : :

no necesariamente es creciente, pero, como la sucesión (kn)n2N es estrictamente creciente,
podemos seleccionar una subsucesión ji1 ; ji2 ; ji3 ; : : : de tal manera que la sucesión (jin)n2N sea
estrictamente creciente. Para los elementos de esa subsucesión se tiene que z� 1

in
< xjin � z

para cualquier n 2 N. Por lo tanto, l��mn 1 xjin = z. Así que z es punto límite de la sucesión
(xn)n2N y, además, l��m��nf (xn) � z.

Ahora bien, como, dada cualquier " > 0, existe N 2 N tal que zn > z � " para cualquier
n � N , se tiene que xn > z � " para cualquier n � N . Por lo tanto, si (xkn)n2N es una
subsucesión convergente de (xn)n2N, se tiene l��mn 1 xkn � z � " para cualquier " > 0, así
que l��mn 1 xkn � z. Por lo tanto, l��m��nf (xn) � z. Así que:

l��m��nf (xn) = z = l��mn 1 zn = sup f��nf fxj : j � ng : n 2 Ng

2. Observemos que x es punto límite de (xn)n2N si y sólo si �x es punto límite de (�xn)n2N,
así que, l��mn 1 (sup fxj : j � ng) = � l��mn 1 (��nf fxj : j � ng) es punto límite de (xn)n2N.

Además:

l��m sup (xn) = � l��m��nf (�xn) = � l��mn 1 (��nf f�xj : j � ng)

= � l��mn 1 (� sup fxj : j � ng) = l��mn 1 (sup fxj : j � ng)

De�nición 9. Si F es un conjunto y (An)n2N una sucesión de subconjuntos de F, de�nimos:

l��m��nfn 1An =
S1
n=1

T1
m=nAm

l��m supn 1An =
T1
n=1

S1
m=nAm
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Si l��m supn 1An = l��m��nfn!1An, se dice que la sucesión (An)n2N converge y al valor común
de l��m��nfn 1An y l��m supn 1An se le denota por l��mn!1An.

Obsérvese que el límite inferior de una sucesión (An)n2N de subconjuntos de un
conjunto F es el conjunto formado por todos los elementos x 2 F tales que existe
N 2 N tal que x 2 An para cualquier n � N .

Por su parte, el límite superior de una sucesión (An)n2N de subconjuntos de un
conjunto F es el conjunto formado por todos los elementos x 2 F tales que
x 2 An para una in�nidad de números naturales n.

Obsérvese también que si la sucesión (An)n2N es creciente, entonces l��mn!1An =
S1
n=1An;

mientras que si (An)n2N es decreciente, entonces l��mn!1An =
T1
n=1An.

Teorema 2. Sea (F;=; �) un espacio de medida. Supongamos que � es �nita y sea (An)n2N
una sucesión de elementos de = tal que l��m supn 1An = l��m��nfn 1An, entonces la sucesión
(� (An))n2N es convergente y:

� (l��mn 1An) = l��mn 1 � (An)

Demostración

Observemos primero que, como � es �nita, � (F) 2 R. Por lo tanto, dada cualquier sucesión,
(Dn)n2N, de elementos de =, la sucesión (� (Dn))n2N está acotada.

De�namos A = l��mAn.

Para cada n 2 N de�namos Bn =
S1
m=nAm y Cn =

T1
m=nAm. Entonces, la sucesión (Bn)n2N

es decreciente y la sucesión (Cn)n2N es creciente. Además:

� (l��mn 1An) = � (l��m��nfn 1An) = � (
S1
n=1

T1
m=nAm) = � (

S1
n=1Cn) = l��mn 1 � (Cn)

� (l��mn 1An) = � (l��m supn 1An) = � (
T1
n=1

S1
m=nAm) = � (

T1
n=1Bn) = l��mn 1 � (Bn)

Por otra parte, para cualquier n 2 N, Bn � An y Cn � An, así que:

� (Cn) � � (An) � � (Bn) para cualquier n 2 N.

Por lo tanto:
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� (l��mn 1An) = l��mn 1 � (Cn) = l��m��nfn 1 � (Cn) � l��m��nfn 1 � (An)

� l��m supn 1 � (An) � l��m supn 1 � (Bn) = l��mn 1 � (Bn) = � (l��mn 1An)

Así que, l��m��nfn 1 � (An) = l��m supn 1 � (An) = � (l��mn 1An).

Por lo tanto, la sucesión (� (An))n2N es convergente y:

l��mn 1 � (An) = � (l��mn 1An)

Quasi medidas

En general, una medida se obtiene de�niéndola primero para una familia de subconjuntos de
un conjunto que no necesariamente forma una �-álgebra; después se extiende a una familia
más grande siguiendo el método de Lebesgue. Lo más común es buscar de�nirla sobre un
álgebra de subconjuntos de un conjunto y después extenderla a la �-álgebra generada por
esa álgebra.

De�nición 10 (quasi medida). Sea F un conjunto y A un álgebra de subconjuntos de F.
Diremos que una función no negativa � : A 7! R es una quasi medida si es �nitamente
aditiva, �-subaditiva y � (;) = 0.

Lema 1. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una función
no negativa y �nitamente aditiva. Supongamos que � (B) <1 para algún elemento B 2 A,
entonces � (;) = 0.

Demostración

B = B [ ;

Así que:

� (B) = � (B) + � (;)

Por lo tanto, � (;) = 0.

En ocasiones, es más simple probar alguna propiedad equivalente a la �-subaditividad de
una quasi medida. A continuación se muestra cuáles son esas propiedades.
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Teorema 3. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una función
no negativa y �nitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

i. � es �-subaditiva.

ii. � es �-aditiva.

iii. Para cualquier sucesión creciente (An)n2N, de elementos de A, tales que
S1
n=1An 2 A,

se tiene:

� (
S1
n=1An) = l��mn 1 �(An)

Demostración

i() ii

Supongamos que � es �-subaditiva y sea A1; A2; : : : una colección in�nita numerable de
elementos de A, ajenos por parejas y tales que

S
j Aj 2 A. Se tiene:

�(
S
j Aj) �

Pn
k=1 �(Aj) para cualquier n 2 N, así que �(

S
j Aj) �

P1
k=1 �(Aj).

Por lo tanto, � es �-aditiva.

Supongamos ahora que � es �-aditiva y sea A1; A2; : : : una colección numerable de elementos
de A tales que

S
j Aj 2 A. Sea Bn = An �

Sn�1
j=1 Aj, entonces

S
j Aj =

S
j Bj, así que:

�(
S
j Aj) = �(

S
j Bj) =

P1
k=1 �(Bj) �

P1
k=1 �(Aj)

ii =) iii

Supongamos que � es �-aditiva y sea A1; A2; : : : una colección de elementos de A tales que
A1 � A2 � : : : y

S1
n=1An 2 A.

Si �(Ak) = 1 para alguna k 2 N, el resultado es inmediato. Supongamos entonces que
�(Ak) <1 para cualquier k 2 N. Se tiene entonces:

S1
n=1An = A1 [ (A2 � A1) [ (A3 � A2) [ � � �
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Así que, de�niendo A0 = ;, se tiene:

� (
S1
n=1An) =

P1
k=1 �(Ak � Ak�1) = l��mn 1

Pn
k=1 �(Ak � Ak�1) = l��mn 1 �(An)

iii =) i

Sea A1; A2; : : : una colección numerable de elementos de A tales que
S
j Aj 2 A. Para cada

n 2 N, de�namos Bn =
Sn
j=1Aj, entonces B1 � B2 � : : : y

S
j Aj =

S
j Bj, así que:

�(
S
j Aj) = �(

S
j Bj) = l��mn!1 �(Bn) � l��mn 1

Pn
j=1 �(Aj) =

P1
k=1 �(Aj)

Corolario 1. Sea (F;=; �) un espacio de medida. Entonces � es �-subaditiva.

Corolario 2. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una quasi
medida. Entonces � es �-aditiva y para cualquier sucesión creciente (An)n2N, de elementos
de A, tales que

S1
n=1An 2 A, se tiene � (

S1
n=1An) = l��mn 1 �(An).

Corolario 3. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una quasi
medida. Entonces, para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de A, tales que
�(AN) <1 para alguna N 2 N y

T1
n=1An 2 A, se tiene:

� (
T1
n=1An) = l��mn 1 �(An)

Demostración

Sea (An)n2N sucesión decreciente de elementos de A tales que �(AN) < 1 para alguna
N 2 N y

T1
n=1An 2 A.

Para cada k 2 fN + 1; N + 2; : : :g, de�namos Bk = AN�Ak. Entonces la sucesión (BN+n)n2N
es creciente y:

S1
n=N+1Bn = AN �

T1
n=N+1An 2 A

Así que:

� (
T1
n=1An) = �

�T1
n=N+1An

�
= �(AN)� �

�S1
n=N+1Bn

�
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= �(AN)� l��mn 1 �(AN � AN+n) = �(AN) = l��mn!1 �(AN+n) = l��mn 1 �(An)

Teorema 4. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una función
no negativa y �nitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

i. � es �-subaditiva.

ii. � es �-aditiva.

iii. Para cualquier sucesión creciente (An)n2N, de elementos de A tales que
S1
n=1An 2 A, se

tiene:

� (
S1
n=1An) = l��mn 1 �(An)

iv. Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de A tales que
T1
n=1An 2 A,

se tiene:

� (
T1
n=1An) = l��mn 1 �(An)

v. Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de A tales que
T1
n=1An = ;,

se tiene:

l��mn!1 �(An) = 0

Demostración

La equivalencia de i, ii y iii ya se demostró para cualquier función � : A ! R+ [ f1g
función �nitamente aditiva.

iii =) iv es inmediato tomando complementos.

iv =) v es inmediato pues v es un caso particular de iv.

v =) ii
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Sea A1; A2; : : : una colección numerable de elementos de A, ajenos por parejas y tales queS
j Aj 2 A. Sea Bn =

S1
j=1Aj �

Sn
j=1Aj, entonces B1 � B2 � : : : y

T1
n=1Bn = ;.

Por lo tanto, l��mn 1 �(Bn) = 0, así que:

�(
S1
j=1Aj) = l��mn 1 �(

Sn
j=1Aj) = l��mn 1

Pn
k=1 �(Aj) =

P1
k=1 �(Aj)

Construcción de medidas

En esta sección F será un conjunto cualquiera �jo, A un álgebra de subconjuntos de F y �0
una quasi medida sobre A. Todos los conjuntos con los que trataremos serán subconjuntos
de F.

Vamos a ver cómo, siguiendo el método de Lebesgue, se puede extender una quasi medida,
de�nida sobre un álgebraA de subconjuntos de un conjunto F, a la �-álgebra, �(A), generada
por el álgebra. Primero de�niremos la medida exterior de cualquier subconjunto de F; después
de�niremos la medibilidad de un conjunto utilizando el criterio de Carathéodory. Una vez
hecho esto, mostraremos que la familia de conjuntos medibles forma una �-álgebra, la cual
contiene a los elementos de A y a los conjuntos de medida exterior cero. La medida de un
conjunto medible la de�niremos como su medida exterior y mostraremos que la medida así
de�nida, restringida a A, coincide con �0.

De�nición 11. Diremos que una colección �nita o in�nita numerable A1; A2; : : : de elemen-
tos de A es una cubierta del conjunto A si A �

S
nAn.

De�nición 12 (Medida exterior). Se de�ne la medida exterior, �e(A), de un conjunto A,
mediante la relación

�e(A) = ��nf
nP

j �0(Aj) : A1; A2; : : : es cubierta de A
o

Obsérvese que si A y B son dos conjuntos tales que A � B entonces �e(A) � �e(B).

Gracias a la �-subaditividad de �0 se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2. Si A 2 A entonces �e(A) = �0(A).
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Demostración

Sea A 2 A y A1; A2; : : : una cubierta de A, entonces An \ A 2 A para cualquier n 2 N y
A =

S
n (An \ A); así que, como �0 es �-subaditiva:

�0(A) �
P

n �0(An \ A) �
P

n �0(An)

Por lo tanto, como esto ocurre para cualquier cubierta de A, �0(A) � �e(A).

Por otra parte, como A es una cubierta de él mismo, se tiene �e(A) � �0(A).

Proposición 3. Si (An)n2N es una sucesión de conjuntos, entonces:

�e (
S1
n=1An) �

P1
n=1 �e(An)

Demostración

Si �e(An) =1 para alguna n el resultado es trivial.

Supongamos entonces que �e(An) <1 para toda n. Dada " > 0, para cada conjunto An sea
An1; An2; : : : una cubierta de An tal que

P
m �0(Anm) < �e(An)+

"
2n
. La familia de conjuntos

Anm forman una cubierta de
S
nAn, así que:

�e (
S
nAn) �

P
n

P
m �0(Anm) �

P
n

�
�e(An) +

"
2n

�
�
P

n �e(An) + "

Es decir, �e (
S
nAn) �

P
n �e(An) + " para cualquier " > 0. Por lo tanto:

�e (
S
nAn) �

P
n �e(An)

De�nición 13 (Criterio de medibilidad de Carathéodory). Diremos que un conjunto
E es medible si �e(A) = �e(A\E) + �e(A\Ec) para cualquier conjunto A. Además, en ese
caso, se de�ne la medida de E, �(E), como la medida exterior de E.

Obsérvese que, por la �-subaditividad de la medida exterior, se tiene:
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�e(A) � �e(A \ E) + �e(A \ Ec)

para cualquier par de conjuntos E y A; de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto E únicamente es necesario probar la otra desigualdad.

Obsérvese también que el conjunto vacío es medible y su medida es cero.

Vamos a demostrar los siguientes resultados:

1. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.

2. Todo elemento de A es medible.

3. La familia de los conjuntos medibles forma un álgebra de subconjuntos de F.

4. La función que asigna a cada conjunto medible su medida es �nitamente aditiva.

5. La familia de los conjuntos medibles forma una �-álgebra de subconjuntos de F.

6. La función que asigna a cada conjunto medible su medida es una función �-aditiva.

7. Todo elemento de la �-álgebra generada por A es medible.

Proposición 4. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.

Demostración

Sea E un conjunto de medida exterior cero y A cualquier conjunto, entonces A \ E tiene
medida exterior cero, así que:

�e(A) � �e(A \ Ec) = �e(A \ Ec) + �e(A \ E)

Proposición 5. Todo elemento de A es medible.

Demostración

Sea E 2 A, A cualquier conjunto y A1; A2; : : : una cubierta de A, entonces, para cada An,
los conjuntos An \ E y An \ Ec pertenecen a A y se tiene:



17

�e(A \ E) � �e ((
S
nAn) \ E) = �e (

S
n(An \ E))

�
P

n �e(An \ E) =
P

n �0(An \ E)

�e(A \ Ec) � �e ((
S
nAn) \ Ec) = �e (

S
n(An \ Ec))

�
P

n �e(An \ Ec) =
P

n �0(An \ Ec)

Así que:

�e(A \ E) + �e(A \ Ec) �
P

n �0(An \ E) +
P

n �0(An \ Ec) =
P

n �0(An)

Finalmente, como lo anterior es válido para cualquier cubierta de A, se puede concluir que:

�e(A \ E) + �e(A \ Ec) � �e(A)

Proposición 6. La familia de los conjuntos medibles forma un álgebra de subconjuntos de
F.

Demostración

Que el complemento de un conjunto medible es medible es evidente por la simetría de la
condición de medibilidad.

F es medible ya que es el complemento del conjunto vacío, el cual es medible.

Sean E1 y E2 dos conjuntos medibles y A cualquier conjunto.

Obsérvese que A \ (E1 [ E2) = (A \ E1) [ (A \ Ec1 \ E2).

Además, como E2 es medible y A \ Ec1 es un subconjunto de F, se tiene:

me(A \ Ec1 \ E2) +me (A \ Ec1 \ Ec2) = me(A \ Ec1)

Así que:

me (A \ (E1 [ E2)) +me (A \ (E1 [ E2)c)
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= me ((A \ E1) [ (A \ Ec1 \ E2)) +me (A \ Ec1 \ Ec2)

� me(A \ E1) +me(A \ Ec1 \ E2) +me (A \ Ec1 \ Ec2)

= me(A \ E1) +me(A \ Ec1) = me(A)

Por lo tanto, E1 [ E2 es medible.

Proposición 7. La función que asigna a cada conjunto medible E su medida, �(E), es una
función �nitamente aditiva.

Demostración

Sean E1 y E2 dos conjuntos medibles ajenos, entonces, como E1 [ E2 es medible, se tiene:

� (E1 [ E2)) = � ((E1 [ E2)) \ E1) + � ((E1 [ E2) \ Ec1) = � (E1) + � (E2)

Proposición 8. La familia de los conjuntos medibles forma una �-álgebra de subconjuntos
de F.

Demostración

Sea E1; E2; : : : una colección in�nita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas y
A cualquier subconjunto de F.

Demostremos que �e
�
A \ (

Sn
j=1Ej)

�
=
Pn

j=1 �e(A \ Ej) para cualquier n 2 N.

Para n = 1 la igualdad es obvia.

Supongamos ahora que la igualdad es válida para n = k, entonces, como Ek+1 es medible,
se tiene:

�e

�
A \ (

Sk+1
j=1 Ej)

�
= �e

�
A \ (

Sk+1
j=1 Ej) \ Ek+1

�
+ �e

�
A \ (

Sk+1
j=1 Ej) \ Eck+1

�
= �e (A \ Ek+1) + �e

�
A \ (

Sk
j=1Ej)

�
= �e (A \ Ek+1) +

Pk
j=1 �e(A \ Ej)
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=
Pk+1

j=1 �e(A \ Ej)

Por lo tanto, la igualdad es válida para n = k + 1, así que, por el principio de inducción, lo
es para cualquier n 2 N.

Ahora bien, como la familia de conjuntos medibles forma un álgebra de subconjuntos de F,
para cada n 2 N el conjunto

Sn
j=1Ej es medible, así que:

�e(A) = �e

�
A \ (

Sn
j=1Ej)

�
+ �e

�
A \ (

Sn
j=1Ej)

c
�

=
Pn

j=1 �e(A \ Ej) + �e
�
A \ (

Sn
j=1Ej)

c
�

�
Pn

j=1 �e(A \ Ej) + �e
�
A \ (

S1
j=1Ej)

c
�

Tomando límite cuando n  1 y utilizando la �-subaditividad de la medida exterior se
obtiene:

�e(A) �
P1

j=1 �e(A \ Ej) + �e
�
A \ (

S1
j=1Ej)

c
�

� �e
�
A \ (

S1
j=1Ej)

�
+ �e

�
A \ (

S1
j=1Ej)

c
�

Por lo tanto,
S1
j=1Ej es medible.

Sea ahora F1; F2; : : : una colección in�nita numerable de conjuntos medibles, no necesaria-
mente ajenos por parejas.

De�namos una nueva familia de conjuntos medibles, E1; E2; : : :, de la siguiente manera:

E1 = F1

En = Fn � [n�1k=1Fk para cualquier n 2 N mayor que 1.

Como la familia de conjuntos medibles forma un álgebra de subconjuntos de R, los conjuntos
E1; E2; : : : son medibles; además, son ajenos por parejas y [1n=1Fn = [1n=1En. Por lo tanto,
[1n=1Fn es medible.
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Corolario 4. Todo elemento de �(A) es medible.

Demostración

El resultado es inmediato pues la familia de conjuntos medibles forma una �-álgebra que
contiene a los elementos de A.

Proposición 9. La función que asigna a cada conjunto medible E su medida, �(E), es
�-aditiva.

Demostración

Sea E1; E2; : : : una colección in�nita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas.
Por la �-subaditividad de la medida exterior, se tiene �(

S1
j=1Ej) �

P1
j=1 �(Ej). Por otra

parte, por la aditividad �nita de la función que asigna a cada conjunto medible su medida,
se tiene, para cualquier n 2 N:

�(
S1
j=1Ej) � �(

Sn
j=1Ej) =

Pn
j=1 �(Ej)

Así que tomando límite cuando n 1, se tiene:

�(
S1
j=1Ej) �

P1
j=1 �(Ej)

Si denotamos porM a la familia de los conjuntos medibles, sabemos ya queM forma una
�-álgebra de subconjuntos de F. Además, la función � :M 7! R es no negativa, �-aditiva
y � (;) = 0. Así que � es una medida de�nida sobre una �-álgegra de subconjuntos de F la
cua es una extensión de �0.M es más grande que la �-álgebra generada por A ya que todos
los conjuntos de medida exterior cero son medibles. Esto es análogo a lo que ocurre con la
medida de Lebesgue, la cual está de�nida no únicamente sobre los subconjuntos borelianos
de R, sino también sobre todos los conjuntos de medida cero.

Los resultados anteriores pueden condensarse en el siguiente teorema:

Teorema 5 (Teorema de extensión de Carathéodory). Sea F un conjunto, A un álgebra de
subconjuntos de F y �0 : A 7! R+ [ f1g una quasi medida. Entonces existe una medida
� : = 7! R+ [ f1g tal que �(A) = �0(A) para cualquier A 2 A, donde = es una �-álgebra
que contiene a �(A) y a los conjuntos de medida exterior cero.
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De�nición 14. Si F es un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y �0 : A 7! R[f1g
una quasi medida. A la medida � : = 7! R+ [ f1g del teorema anterior la llamaremos la
medida generada por la quasi medida �0.

La �-álgebra de los conjuntos medibles

Ahora veremos que la familia de los conjuntos medibles, si bien es más grande que la �-
álgebra generada por A, en general no es más grande que la �-álgebra generada por A y los
subconjuntos de F que tienen medida exterior cero. Esto ocurre, en particular, si la medida
obtenida mediante el teorema de extensión de Carathéodory es �-�nita.

Obsérvese que si un conjunto B � F tiene medida exterior cero, entonces, dada cualquier
" > 0 existe una colección in�nita numerable, A1; A2 : : :, de elementos de A tales que
B �

S1
k=1Ak y

P1
k=1 �0(Ak) < ". Esto nos lleva a la siguiente de�nición:

De�nición 15. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y �0 : A 7! R una
quasi medida. Diremos que un conjunto B � F tiene medida �0 cero si, dada cualquier " > 0,
existe una colección in�nita numerable, A1; A2 : : :, de elementos de A tales que B �

S1
k=1Ak

y
P1

k=1 �0(Ak) < ".

Obviamente, un conjunto B � F tiene medida exterior cero si y sólo si tiene medida �0 cero.

Proposición 10. Si � es �nita, dado cualquier conjunto medible E, existe B 2 �(A) y un
conjunto C, de medida cero, tales que E = B [ C y B \ C = ;.

Demostración

Sea E un conjunto medible. Entonces, como Ec es medible, dada n 2 N, existe una cubierta
de Ec, A(n)1 ; A

(n)
2 ; : : : tal que: P

j �(A
(n)
j ) < �(E

c) + 1
n

A(n) =
S
j A

(n)
j es entonces un elemento �(A) tal que:

�(A(n) � Ec) = �(A(n))� �(Ec) �
P

j �(A
(n)
j )� �(Ec) < 1

n

Por lo tanto, si A = \1n=1A(n), se tiene Ec � A y, para cualquier n 2 N:
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�(A� Ec) � �(A(n) � Ec) < 1
n

Así que, �(A� Ec) = 0.

Por lo tanto, si B = Ac, se tiene que B � E y:

�(E �B) = �(E \Bc) = �(E \ A) = �(A \ E) = �(A� Ec) = 0

De�niendo C = E �B, se tiene E = B [ C, B \ C = ;, B 2 �(A) y �(C) = 0.

Proposición 11. Si � es �-�nita, entonces, dado cualquier conjunto medible E existe A 2
�(A) y un conjunto C, de medida cero, tales que E = A� C.

Demostración

Sea (Fk)k2N una sucesión de conjuntos medibles, ajenos por parejas, tales que F =
S1
k=1 Fk

y � (Fk) <1 para cualquier k 2 N.

Para cada k 2 N, de�namos Ek = E \ Fk.

Como Ek es medible, dada n 2 N, existe una cubierta de Ek, A(n)1;k ; A
(n)
2;k ; : : : tal que:P

j �(A
(n)
j;k ) < �(Ek) +

1
n2k

A
(n)
k =

S
j A

(n)
j;k es entonces un elemento �(A) tal que Ek � A

(n)
k y:

�(A
(n)
k � Ek) = �(A(n)k )� �(Ek) �

P
j �(A

(n)
j;k )� �(Ek) < 1

n2k

En palabras, para cada k 2 N tenemos un conjunto A(n)k 2 �(A), el cual contiene a Ek y
cuya medida di�ere de la de Ek en menos que 1

n2k
.

La idea ahora es juntar las cubiertas de los conjuntos Ek (k 2 N) para obtener una cubierta
de E.

De�namos A(n) = [1k=1A
(n)
k . Entonces, E = [1k=1Ek � A(n) y:
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A(n) � E = A(n) � ([1k=1Ek) � [1k=1
�
A
(n)
k � Ek

�

Así que:

�(A(n) � E) �
P1

k=1 �(A
(n)
k � Ek) <

P1
k=1

1
n2k

= 1
n

En palabras, para cada n 2 N tenemos un conjunto A(n) 2 �(A), el cual contiene a E y cuya
medida di�ere de la de E en menos que 1

n
.

La idea ahora es intersectar los conjuntos A(n) (n 2 N) para obtener un conjunto A en �(A)
que contenga a E y tal que la medida de A� E sea cero.

De�namos A = \1n=1A(n). Entonces, A 2 �(A), E � A y A � E � A(n) � E para cualquier
n 2 N. Por lo tanto:

�(A� E) � �(A(n) � E) � 1
n

para cualquier n 2 N.

Así que, �(A� E) = 0.

Finalmente, de�namos C = A� E; entonces, C tiene medida cero y se tiene E = A� C.

Corolario 5. Si � es �-�nita, la �-álgebra de los conjuntos medibles es la �-álgebra generada
por A y los conjuntos de medida cero.

Además, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 12. Todo conjunto de medida exterior cero está contenido en un conjunto
B 2 �(A) de medida exterior cero.

Demostración

Sea A un conjunto de medida exterior cero. Para cada n 2 N, sea fAnkg una colección
in�nita numerable de elementos de A tales que A �

S1
k=1A

n
k y

P1
k=1 �0(A

n
k) <

1
n
. De�namos

Bn =
S1
k=1A

n
k y B =

T1
n=1Bn. Entonces, B 2 �(A), tiene medida exterior cero y A � B.
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Medidas completas

De�nición 16. Sea F un conjunto, = una �-álgebra de subconjuntos de F y � una medida
sobre =. Diremos que = es completa con respecto a � si contiene a todos los subconjuntos de
los conjuntos de medida � igual a cero.

Si una �-álgebra =0 no es completa con respecto a una medida �, se puede completar. En
efecto, sea H la familia de conjuntos B 2 =0 tales que � (B) = 0, entonces la familia = de
conjuntos de la forma A [ E, donde A 2 =0 y E es un subconjunto de un conjunto B 2 H,
forma una �-álgebra de subconjuntos de F .

La prueba de que F 2 = y que = es cerrada bajo uniones numerables es inmediata. Para
probar que = es cerrada bajo complementos, sea C = A [ E 2 =, donde A 2 =0 y E es un
subconjunto de un conjunto B 2 H. Entonces:

Cc = (A [ E)c = Ac \ Ec = Ac \ [Ec \ (B [Bc)]

= Ac \ [(Ec \B) [Bc] = (Ac \Bc) [ (Ac \ Ec \B)

Así que Cc 2 =.

Obsérvese que = es la �-álgebra generada por =0 y los subconjuntos de conjuntos B 2 =0
de medida cero.

Extendamos � a = de�niendo � (A [ E) = � (A) para cualesquiera A 2 =0 y E un subcon-
junto de un conjunto B 2 H.

Sea C 2 = tal que � (C) = 0, entonces C = A [ E, en donde A 2 =0 y E � B, con B 2 H.
Así que:

Como � (A) = � (A [ E) = � (C) = 0, entonces A 2 H.

Sea ahora D � C, entonces D � A[B, así que D 2 =. Es decir, = es completa con respecto
a �.

Lo anterior también muestra que si C 2 = y � (C) = 0, entonces C � A[B, con A;B 2 H.
Por lo tanto, todo conjunto C 2 = de medida cero está contenido en un conjunto G 2 =0 de
medida cero.

Retomando el enunciado del teorema de extensión de Carathéodory, la medida � restringida
a � (A) sigue siendo una medida. La proposición 12 muestra entonces que si completamos
� (A) con respecto a �, obtenemos la �-álgebra generada por A y los conjuntos de medida
exterior cero, es decir, recuperamos la medida � de�nida sobre =.


