MEDIDA Y PROBABILIDAD

Miguel Angel Garcia Alvarez
Teoria General de la Medida

Funciones finitamente aditivas, o-aditivas y o-subaditivas

Vamos a trabajar con el conjunto de niimeros reales extendidos, el cual consiste del conjunto
de niimeros reales y dos elementos especiales, —oo y oo, con los cuales operaremos bajo las
siguientes convenciones:

Si ¢ € R, entonces:

—x <<
C— 00 =—00
cC+ oo =00

c(o0)=o00sic>0

c(o0)=—o00sic<0
(0) (50) = (0) (~o0) =
£--0

(00) (00) = 00 4+ 00 = 00
00— 00 e % no estan definidos

R denotard al conjunto R U {—o00, 00}

Definicién 1 (Funcién finitamente aditiva sobre un &dlgebra). Sea F un conjunto y
A un dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa 1 : A — R es
finitamente aditiva si dada cualquier familia finita, A, ..., A,, de elementos de A tal que
A;NA; =0 parai# j, entonces:

n

p(U Ax) = ZZ:1 1(Ag)

k=1
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Obsérvese que, si A es un &dlgebra de subconjuntos de F, para probar que una funcién
pu: A R es finitamente aditiva, basta con demostrar que si A y B son dos conjuntos
ajenos del dlgebra, entonces (AU B) = u(A)+ p(B). Teniendo esta propiedad, la aditividad
finita se prueba con un razonamiento de induccién.

Definicién 2 (Funcién o-aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : A — R es o-aditiva si es
finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, As, ..., de elementos de

A tal que AiNA; =0 parai#jy |J Ax € A, entonces:
k=1

g (g A’“) = 2 p(A)

Definicién 3 (Funcién o-aditiva sobre una o-dlgebra). Sea F un conjunto y S una o-
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa ji : S — R es o-aditiva si
es finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, Ao, ..., de elementos
de  tal que A; N A; =0 para i # j, entonces:

g (ki—jl A’“) = 2o p(Ar)

Definicién 4 (Funcién o-subaditiva sobre un &lgebra). Sea F un conjunto y A un
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcién no negativa ji : A — R es o-subaditiva,
o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier coleccion infinita
Ay, Ay, ... de elementos de A tales que |J,— | A, € A, entonces:

H (UZO=1 A,) < ZZO:l 1(Ay)

Definicién 5 (Funcién o-subaditiva sobre una o-algebra). Sea F un conjunto y
una o-dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa ju : ¥ — R es
o-subaditiva, o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier
coleccion infinita Ay, As, ... de elementos de ¥, entonces:

i (Unzy An) < D000 w(An)

Proposicién 1. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y pn: A — R una
funcion no negativa finitamente aditiva, entonces:

1.SiA,Be Ay A C B, entonces j(A) < p(B). Ademds, si i (A) < oo, entonces p(B—A) =
u(B) - pu(A).



2. Para cualquier pareja A, B € A tal que 1 (A) < 00 0 u(B) < 00, se tiene:
p(AUB) = pu(A) +p(B) = p(ANB).

3. 51 Ay,..., A, € A, entonces p (Up—_; Ar) < > oy (Ax).
Demostraciéon

Sean A, B € Atales que A C B, entonces B = AU(B — A), asi que u(B) = pu(A)+u (B — A).
Por lo tanto, p(A) < p(B), ya que i es no negativa.

Sean ahora A,..., A, € Ay definamos A, = (), entonces:

it (Upey Ar) = 1 (UL <Ak -U% Aj))
= i (A= US 45) < S0 A

Medidas sobre algebras y o-algebras

Definicién 6. Sea F un conjunto y 3 una o-dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una
funcion no negativa p : I — R es una medida si p es o-aditiva y p (0) = 0.

Obsérvese que si hay algin elemento en , de medida finita, la condicién u () = 0 es
redundante ya que, si A € Sy u(A) < oo, entonces:

p(A) = p(AUD) = p(A) + p (0)
Ast que p (0) = 0.

Definicién 7. Llamaremos espacio de medida a una terna (F, S, 1) donde F es un conjunto,

S una o-dlgebra de subconjuntos de F y 11 : S — R una medida.

Definicién 8. Sea (F, S, p) un espacio de medida. Diremos que p es finita si p(F) < oo.

Diremos que p es o-finita si existe una coleccion infinita numerable de conjuntos Ej €

tales que F = ;2| Ex y pu(Ey) < 0o para cualquier k.
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Si p es o-finita, los conjuntos Ejy € S tales que F = |J;- | By v p(Ey) < oo para cualquier
k, pueden escogerse de tal forma que sean ajenos por parejas. En efecto, los conjuntos
E, = E, — Uf;ll E; son ajenos por parejas, £ € Sy p(E)) < oo para cualquier k, y
F = Ui~ E}. También pueden elegirse los conjuntos Ej, de tal forma que la sucesion (Ej), oy
sea creciente. En efecto, si se tiene una sucesién de conjuntos Ej, € S tales que F = ;- Ej,
y 1 (Ey) < oo para cualquier k, entonces, definiendo, para cualquier & € N, E,; = Ule E;,
es creciente y tiene la misma propiedad.

la sucesién (E,;) reN

Teorema 1. Sea F un conjunto, S una o-dlgebra de subconjuntos de F y pu: S — R una
medida. Entonces:

1. Para cualquier sucesion creciente (A,,) de elementos de S, se tiene:

neN?
K (Uio:l Ap) = lmy, oo p(An)

2. Para cualquier sucesién decreciente (A,,) de elementos de S, tales que u(Ay) < oo

para alguna N € N, se tiene:

neN?

B A) = i, pi(Ay)

Demostracién
1. Sea (A,), oy una sucesién creciente de elementos de 3.

Si 1(A,) = oo para alguna n € N, entonces lim,,..o p1(A,) =00y p (U, An) = 005 asi que
1 (UnZy An) = 1m0 p(Ap).

Supongamos ahora que p(A,) < oo para cualquier n € N. Definamos B; = A; y, para cada

n € 42,3,...}, B, = A, — A,_1. Entonces los conjuntos By, B, ... pertenecen a J, son

ajenos por parejas y -, A, = U~ Bn. Ast que:

1 (Unzy An) = p(UpZy Ba) = 302, 1(Br) = iMoo Y iy 1(Br)
= p(B1) + 1m0 Dy (A — A1) = pu(Br) 4 Mmoo Y g [11(AR) — p1(Ag-1)]

= (B1) + im0 (An) — (A1) = im0 p(Ay)

2. Sea (A), ey sucesion decreciente de elementos de 3 tales que ji(Ay) < oo para alguna
N e N.



Paracadak € {N + 1, N + 2,...}, definamos By, = Ay — A. Entonces la sucesién (By )

neN
es creciente y o~ vy 1 Bn = An — [y 41 An, asi que:
2 (ﬂff:l Ap) = p (ﬂ;o:N—f—l An) = pu(An) — (UZO:N—H Bn)
= p(An) — Mmoo o(Bn4n) = p(AN) = limy o0 p(AN — Anin)
n

Limites superior e inferior de una sucesiéon de conjuntos

Las propiedades demostradas en el resultado anterior dan la idea de que una medida es
continua en un cierto sentido, aunque rigurosamente, para poder hablar de la continuidad
de una medida se requiere que en el dominio donde estd definida, en este caso una o-algebra
de subconjuntos de un conjunto, se tenga definida una topologfa que nos permita hablar de
vecindades y limites en ese dominio. No la tenemos definida; sin embargo, podemos definir
lo que entendemos por el limite de una sucesién de conjuntos, cuando existe, basdndonos en
conceptos similares a los de limite superior e inferior de una sucesién de nimeros reales.

Definicién 1. Sea (x,)neny una sucesion de nimeros reales. Se dice que un nimero real
es punto limite de (x,)nen St eziste una subsucesion de (x,)nen que converge a x. También
diremos que 0o (resp. —o0) es punto limite de (x,)nen Si existe una subsucesion de (Ty,)nen
que diverge a oo (resp. —oo).

Teorema 2. Si la sucesion (x,) estd acotada entonces existe por lo menos un nimero real
x que es punto limite de (x,).

Demostracion

Sea M € R tal que |z,| < M para cualquier n € N.

Definamos inductivamente una sucesién de intervalos I,, = [ay, b,| tales que:

_ M
1. bn—anfgn—_z

2. 1,1 C I, para cualquier n € N
3. Para cualquier n € N, [,, contiene una infinidad de términos de la sucesion (z;,),en-

1. Esta definicién puede hacerse de la siguiente manera:

Definamos [ = [—M, M].



Habiendo definido el intervalo I, = [a,, b, con las propiedades mencionadas, sea ¢, el punto
medio de I,,. Entonces, al menos uno de los intervalos [a,, ¢,| 6 [c,, b,| contiene una infinidad
de términos de la sucesién (z,)nen. Definamos entonces [, como cualquiera de esos dos
intervalos que contenga una infinidad de términos de la sucesion (x,)pen.

La sucesién de intervalos I, asi construida satisface las propiedades mencionadas.

Por el teorema de los intervalos encajados, se tiene:
Moy In # 0

Ademds, como la longitud de los intervalos I,, tiende a cero, la interseccién (.-, I,, contiene
un unico punto x.

Tomemos en cada intervalo I, un elemento xy, de la sucesion (z,),eny de tal forma que
kni1 > k,. Entonces, (z, )nen €s una subsucesion de (z,),en que converge a .

Si una sucesién (x,,),en no estd acotada, entonces existe una subsucesién que diverge a 0o o
a —oo, asi que se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3. Toda sucesion tiene por lo menos un punto limite.

Proposicién 4. Una sucesion (x,)nen converge a © € R si y sélo si x es el unico punto
limite de (xy,)nen-

Demostraciéon

Es inmediato que si (x,),en converge a z entonces toda subsucesion de (z,)neny también
converge a r, asi que x es el tnico punto limite de (2, ),en-

Supongamos ahora que z es el inico punto limite de (2, ),en. Esto implica, en particular que
(n)nen estéd acotada pues, de otra forma, co 0 —oo serfa también punto limite de (x;,),en-

Supongamos que (Z,),eny DO converge a x, entonces existe € > 0 tal que, para cualquier
N € N, existe n > N tal que |z, — x| > €. Se puede entonces tomar una sucesién creciente
de nimeros naturales (k,)nen tal que |z, — x| > € para cualquier n € N. Por el teorema 2,
existe un nimero real y que es punto limite de (x, )nen. Se tiene |y — x| > €, asi que y # =,
lo cual contradice el que x es el tnico punto limite de (z,)nen.
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Por la completez del conjunto de los niimeros reales sabemos que todo conjunto acotado por
arriba (resp. acotado por abajo) tiene un supremo (resp. infimo).
Vamos a trabajar con la convencién siguiente:

Si A es un conjunto de nimeros reales que no estd acotado por arriba, definimos el supremo
de A como oco. De la misma manera, si A no estd acotado por abajo, definimos el infimo de
A como —o0.

De esta forma, todo conjunto de niimeros reales tiene un supremo y un infimo.
Definicién 5 (Limites superior e inferior de una sucesion). Sea (z,,)nen una sucesion

de nimeros reales. Definimos el limite superior de (x,)nen, limsup (z,), y el limite inferior
de (z,)nen, iminf (z,,), de la siguiente manera:

L. liminf (z,) = inf {z € R: 2 es punto limite de (x,)nen }
2. limsup (z,) = sup {z € R : z es punto limite de (z,)nen }

Se tiene siempre liminf (z,,) < limsup (z,) y la proposicién 4 implica inmediatamente el
siguiente resultado:

Proposicién 6. Una sucesion (x,)nen €s convergente si y solo si:
lim inf (z,,) = limsup (z,) € R

En algunos textos se definen el limite inferior y superior de una sucesién (z,),eny de la
siguiente manera:

lim inf (z,,) = sup {inf {z; : j > n}:n e N}
limsup (x,,) = inf {sup{z; : j > n}:n e N}

En la siguiente proposiciéon se demuestra la equivalencia de estas definiciones con las que
dimos con anterioridad.

Proposicién 7 (Caracterizacién de los limites superior e inferior). Para cualquier
sucesion acotada (x,)nen Se tiene:

1. liminf (z,,) es punto limite de (x,)nen Y-
lim inf (x,,) = sup {inf {z; : j > n}:n e N}
2. limsup (z,,) es punto limite de (x,)nen Y-
limsup (x,,) = inf {sup{z; : j > n}:n e N}
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Demostracién
1. Para cada n € N, sea z, = inf {z; : j > n}.

La sucesién (z,)nen es no decreciente asi que el limite z = lim,,.., 2, existe y es un nimero
real ya que la sucesion (z,),en estd acotada. Ademés:

My, 00 2n, = sup {inf {z; : j > n}:n e N}

Asi que, dada cualquier € > 0, existe N € N tal que z — ¢ < z, < z para cualquier n > N.
Existe entonces una subsucesion (z, ),y tal que z — % < z, < z para cualquier n € N; es
decir, z — L <inf{z;:j >k} < 2.

Por lo tanto, para cada n € N, existe j, > k, tal que z — % <z, < z. La sucesién ji, jo, . . .
no necesariamente es creciente, pero, como la sucesién (k:n)neN es estrictamente creciente,
podemos seleccionar una subsucesion j;, , ji,, jis. - - - de tal manera que la sucesion (jj, ),,cn S€a
estrictamente creciente. Para los elementos de esa subsucesion se tiene que z — i < w@j, <z
para cualquier n € N. Por lo tanto, lim,,.., z;, = 2. Asf que z es punto limite de la sucesién
(Tn)nen ¥y, ademds, lim inf (z,,) < z.

Ahora bien, como, dada cualquier £ > 0, existe N € N tal que z, > z — ¢ para cualquier
n > N, se tiene que x, > z — ¢ para cualquier n > N. Por lo tanto, si (zj,)nen €8 una
subsucesién convergente de (x,,)nen, se tiene lim,,..., x, > 2z — ¢ para cualquier € > 0, asi

que lim,,.. o g, > z. Por lo tanto, liminf (x,) > z. Asi que:

liminf (z,) = 2z = lim,v.00 2, = sup {inf {z; : j > n}:n e N}

2. Observemos que x es punto limite de (x,,),en si y sélo si —x es punto limite de (—z,)nen,

asf que, lim,,. (sup {x; : j > n}) = —lim,..o (Inf {z; : j > n}) es punto limite de (z,,)nen.
Ademss:
limsup (z,) = —lminf (—x,) = —lim,.o0 (Inf {—z; : j > n})

= —lim,.oo (—sup{z; : j > n}) =lim,..o (sup{z; : j > n})

Definicién 9. Si F es un conjunto y (Ay), ey una sucesion de subconjuntos de F, definimos:

lim l’nfnwoo An - Uzozl m;.::n Am

limsup,, ..o An = Moy U_, A
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Silimsup,, .., An, = liminf,,_,o A,, se dice que la sucesién (A,), . converge y al valor comiin
de liminf, . A, y limsup,, .. A, se le denota por lim,,_., A,.

Obsérvese que el limite inferior de una sucesién (4,), ., de subconjuntos de un
conjunto F es el conjunto formado por todos los elementos x € F' tales que existe
N € N tal que = € A, para cualquier n > N.

Por su parte, el limite superior de una sucesién (A,), ., de subconjuntos de un
conjunto F' es el conjunto formado por todos los elementos x € F tales que
r € A, para una infinidad de nimeros naturales n.

Obsérvese también que si la sucesion (An>n€N es creciente, entonces lim,, ., A, = UZO:l Ay
mientras que si (An)neN es decreciente, entonces lim,, . A, = ﬂzo:l A,,.

Teorema 2. Sea (IF, S, 1) un espacio de medida. Supongamos que i es finita y sea (A,),,cn
una sucesion de elementos de  tal que limsup,, ., A, = liminf, ., A,, entonces la sucesion
(1t (Apn)),en €8 convergente y:

Demostracion

Observemos primero que, como 4 es finita, i (F) € R. Por lo tanto, dada cualquier sucesién,
(Dp),en» de elementos de 3, la sucesion (p (Dy,)),,cy estd acotada.

Definamos A = lim A,,.

Para cada n € N definamos B,, = J,-_ A, y C,, = -_, A,. Entonces, la sucesién (B,,)

m=n

es decreciente y la sucesién (Cy,),,cy €s creciente. Ademds:

neN

(im0 Ay) = p (iminf,,. o A,) = p (Uzozl ﬂ;j:n Ap) = (Uff:l Cp) = im0 11 (Cr)

({00 Ap) = p (limsup,, o A,) = p (0?21 Uﬁ;n Am) = p (ﬂzo:1 B,) = lm,.co 1t (By)
Por otra parte, para cualquier n € N, B,, D A, y C,, C A, asi que:
w(Cr) < (A, < p(B,) para cualquier n € N.

Por lo tanto:
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(g, 00 Ap) = limy, o0 1 (Cy) = liminf, oo 1 (C) < Hminf, .o 11 (Ay)

< limsup,,. ., 1 (An) < limsup,, . 1 (B,) = lim,.o 1 (B,) = p (im0 Ay)
Asi que, liminf, .o 1 (Ay,) = limsup,, . 1 (A,) = p(limy,. o0 4,).

Por lo tanto, la sucesion (41 (Ay)),cy € convergente y:

limy, o0 1t (Ay) = p(limy 00 Ay)

Quasi medidas

En general, una medida se obtiene definiéndola primero para una familia de subconjuntos de
un conjunto que no necesariamente forma una o-dlgebra; después se extiende a una familia
mds grande siguiendo el método de Lebesgue. Lo mds comiin es buscar definirla sobre un
algebra de subconjuntos de un conjunto y después extenderla a la o-dlgebra generada por
esa algebra.

Definicién 10 (quasi medida). Sea F un conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de F.
Diremos que una funcién no negativa p : A — R es una quasi medida si es finitamente
aditiva, o-subaditiva y p (0) = 0.

Lema 1. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y p: A — R una funcion
no negativa y finitamente aditiva. Supongamos que p (B) < oo para algin elemento B € A,
entonces p (0) = 0.

Demostracién
B=BUJ

Asi que:

p(B) = p(B)+ (D)
Por lo tanto, u (@) = 0.

En ocasiones, es mds simple probar alguna propiedad equivalente a la o-subaditividad de
una quasi medida. A continuacién se muestra cudles son esas propiedades.
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Teorema 3. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos deF y v : A — R una funcion
no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. p es o-subaditiva.
1. p es o-aditiva.

i7i. Para cualquier sucesién creciente (A,,) de elementos de A, tales que Uzo:l A, € A,

_ neNy
se tiene:
p(Unsy An) = limy oo p(Ay)
Demostracion
Supongamos que j es o-subaditiva y sea Aj, Ag,... una coleccién infinita numerable de

elementos de A, ajenos por parejas y tales que [ ; A; € A. Se tiene:
(U, Aj) > D70, 1(A;) para cualquier n € N, ast que pu(U; 4;) > D752, p(A;).
Por lo tanto, u es o-aditiva.

Supongamos ahora que u es o-aditiva y sea A, As, ... una coleccién numerable de elementos
de A tales que [ J; A; € A. Sea B, = A, — U;:ll A;, entonces (J; A; = |, Bj, ast que:

(U Aj) = w(U; By) = 2205, i(By) < 3702, m(4;)

Supongamos que i es o-aditiva y sea Aj, As, ... una coleccién de elementos de A tales que
AL C Ay C ... yUZozlAnEA.

Si p(Ax) = oo para alguna k € N, el resultado es inmediato. Supongamos entonces que
1(Ay) < oo para cualquier k£ € N. Se tiene entonces:

US?, A=A U (A — A)) U (A3 — A) U -+
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Asi que, definiendo Ay = (), se tiene:

2 (Uff:l Ap) = 220:1 p(Ag — Ag_1) = im0 ZZ:1 p(Ar — Ag—1) = limy, .00 1(Ay)

Sea Aj, As, ... una coleccién numerable de elementos de A tales que J ; A, € A. Para cada
n € N, definamos B,, = U?:1 A;, entonces By C By C ...y Uj A= Uj B;, asi que:

1(U; 45) = p(U; By) = myoo p(By) < Umipoo D00 (A7) = 3702, 1(4;))

Corolario 1. Sea (F, S, 1) un espacio de medida. Entonces p es o-subaditiva.

Corolario 2. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y jn: A — R una quasi
medida. Entonces ji es o-aditiva y para cualquier sucesion creciente (A,), oy, de elementos
de A, tales que | J;— | A, € A, se tiene i (U~ Ay) = im0 p(Ar).

Corolario 3. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y jn: A — R una quasi
medida. Entonces, para cualquier sucesion decreciente (A,) de elementos de A, tales que
u(An) < oo para alguna N € N y (°2, A, € A, se tiene:

neN’

Demostraciéon

Sea (Ay),cn sucesion decreciente de elementos de A tales que p(Ay) < oo para alguna
NeNy (., A, € A

Paracadak € {N + 1, N +2,...}, definamos By, = Ay — Ay. Entonces la sucesioén (By,,)
es creciente y:

neN

UZO:N.H B, = AN - mZO:N_H An c A

Asi que:

K (ﬂiil Ap) = p (ﬂ;o:N—f—l An) = u(An) — p (UZO:N—H Bn)
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= ﬂ(AN) - liInnwoo M(AN - AN+n) = M(AN) = h’mn—wo M(AN—HL) = h/mnwoo M(An)

Teorema 4. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos deF y j : A — R una funcion
no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. o es o-subaditiva.
1. o es o-aditiva.

iii. Para cualquier sucesion creciente (A,), ., de elementos de A tales que |~ | A, € A, se
tiene:

H (Uzo:l An) = im0 M(An)

iv. Para cualquier sucesién decreciente (A,,) de elementos de A tales que ()~ A, € A,

se tiene:

neN?

1% (0211 An) = im0 N(An)

v. Para cualquier sucesién decreciente (A,) de elementos de A tales que (), A, =0,

se tiene:

neN?

lim,, o p(A,) =0

Demostraciéon

La equivalencia de i, i y iii ya se demostré para cualquier funcién p : A — RT U {oo}
funcién finitamente aditiva.

119 = 1v es inmediato tomando complementos.
1w = v es inmediato pues v es un caso particular de 7v.

V=1
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Sea A, As, ... una colecciéon numerable de elementos de A, ajenos por parejas y tales que

U,; Aj € A Sea B, = J;2, A; —Uj_; Aj, entonces By D By O ...y (2, B, = 0.

Por lo tanto, lim,,..« p(B,) = 0, asi que:

p(Uj2 Aj) = im0 p(Ujoy Aj) = Umipeoo D05y w(A;) = 3207 pu(A))

Construccion de medidas

En esta seccién [ serd un conjunto cualquiera fijo, A un dlgebra de subconjuntos de F y 1
una quasi medida sobre A. Todos los conjuntos con los que trataremos seran subconjuntos
de F.

Vamos a ver como, siguiendo el método de Lebesgue, se puede extender una quasi medida,
definida sobre un dlgebra A de subconjuntos de un conjunto F, a la o-dlgebra, o(A), generada
por el dlgebra. Primero definiremos la medida exterior de cualquier subconjunto de F; después
definiremos la medibilidad de un conjunto utilizando el criterio de Carathéodory. Una vez
hecho esto, mostraremos que la familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra, la cual
contiene a los elementos de A y a los conjuntos de medida exterior cero. La medida de un
conjunto medible la definiremos como su medida exterior y mostraremos que la medida asi
definida, restringida a A, coincide con 1.

Definicién 11. Diremos que una coleccion finita o infinita numerable Ay, As, ... de elemen-
tos de A es una cubierta del conjunto A si A C |, An-

Definicién 12 (Medida exterior). Se define la medida exterior, u,(A), de un conjunto A,
mediante la relacion

i (A) = inf {Ej po(Aj) : A1, As, ... es cubierta de A}

Obsérvese que si A y B son dos conjuntos tales que A C B entonces j1,(A) < p.(B).

Gracias a la o-subaditividad de p, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2. Si A € A entonces j1.(A) = py(A).



Demostracion

Sea A € Ay A, Ay, ... una cubierta de A, entonces A, N A € A para cualquier n € N y
A=, (A4, N A); asi que, como y, es o-subaditiva:

po(A) < D2 o(An NV A) <57, 1g(An)

Por lo tanto, como esto ocurre para cualquier cubierta de A, 14(A) < p (A).

Por otra parte, como A es una cubierta de él mismo, se tiene p (A) < py(A).

Proposicién 3. Si (A,), oy €5 una sucesion de conjuntos, entonces:

pe (Unzy An) < 22070 pe(An)

Demostracién
Si p.(A,) = oo para alguna n el resultado es trivial.

Supongamos entonces que i, (A4,) < oo para toda n. Dada e > 0, para cada conjunto A, sea
An1, Apa, ... una cubierta de A, tal que Y 11o(Apm) < p1.(An) + 57 La familia de conjuntos
A, forman una cubierta de J,, A,, asi que:

He (Un Ap) < Zn Zm to(Anm) < En [Me(An) + 2%} < Zn pe(An) + €

Es decir, 1, (U,, An) <>, te(Ay) + € para cualquier € > 0. Por lo tanto:

He (Un Ap) < Zn fre(An)

Definicién 13 (Criterio de medibilidad de Carathéodory). Diremos que un conjunto
E es medible si p (A) = p (AN E)+ u (AN E°) para cualquier conjunto A. Ademds, en ese
caso, se define la medida de E, u(E), como la medida exterior de E.

Obsérvese que, por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene:
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.(A) < u (AN E) + (AN E°)

para cualquier par de conjuntos E' y A; de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto £ unicamente es necesario probar la otra desigualdad.

Obsérvese también que el conjunto vacio es medible y su medida es cero.
Vamos a demostrar los siguientes resultados:

1. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.

2. Todo elemento de A es medible.

3. La familia de los conjuntos medibles forma un &lgebra de subconjuntos de F.

4. La funcién que asigna a cada conjunto medible su medida es finitamente aditiva.

5. La familia de los conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de F.

6. La funcién que asigna a cada conjunto medible su medida es una funcién o-aditiva.

7. Todo elemento de la o-algebra generada por A es medible.
Proposicion 4. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.
Demostracion

Sea F un conjunto de medida exterior cero y A cualquier conjunto, entonces A N F tiene
medida exterior cero, asi que:

fe(A) = p(ANE®) = p (AN E) + p (AN E)

]
Proposiciéon 5. Todo elemento de A es medible.
Demostracion
Sea F € A, A cualquier conjunto y Ay, A, ... una cubierta de A, entonces, para cada A,

los conjuntos A, N E'y A, N E° pertenecen a A y se tiene:
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(AN E) < pe (U, 42) N E) = pe (U, (An N E))
< Zn Ne(An M E) = Zn NO(An N E)

pe(ANE) < p (U, An) 0 E®) = pe (U, (An 1 E?))
S D He(An VES) =370, p1g(An N EX)

Asi que:

(AN E) + p(ANE®) <32, p1o(An N E) + 32, 1o(An N ES) =32, 119(An)

Finalmente, como lo anterior es vdlido para cualquier cubierta de A, se puede concluir que:

(AN E) + p (AN E) < pe(A)

Proposiciéon 6. La familia de los conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de

F.

Demostracion

Que el complemento de un conjunto medible es medible es evidente por la simetria de la
condicién de medibilidad.

[F es medible ya que es el complemento del conjunto vacio, el cual es medible.
Sean F; y E5 dos conjuntos medibles y A cualquier conjunto.

Obsérvese que AN (Ey U Ey) = (AN Ey) U (AN ESN Esy).

Ademids, como Ey es medible y AN EY es un subconjunto de F, se tiene:
me(AN ESN Ey) +me (AN ESNES) =m (AN EX)

Asi que:

me (AN (B U By)) +me (AN (By U Ey))
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=m. (AN E) U (AN EfN Ey)) +m. (AN ESN ES)
<me(ANE) +m(ANE;NEy) +me (AN ESNES)
=m(ANE) +me(AN Ef) =m.(A)

Por lo tanto, E; U E5 es medible.

Proposicién 7. La funcién que asigna a cada conjunto medible E su medida, 1(E), es una
funcion finitamente aditiva.

Demostraciéon

Sean F, y F5 dos conjuntos medibles ajenos, entonces, como E; U Fy es medible, se tiene:

p(E1U Ep)) = p((Er U Ep)) NEY) + p((Ex U Ep) N EY) = p(Er) + p(Ea)

Proposicion 8. La familia de los conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos

de IF.
Demostracion
Sea FE1, s, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas y

A cualquier subconjunto de F.
Demostremos que i, (A N (U=, EJ)) = > i1 He(AN Ej) para cualquier n € N.

Para n =1 la igualdad es obvia.

Supongamos ahora que la igualdad es vdlida para n = k, entonces, como Fj, es medible,
se tiene:

e (AN U E)) = e (AN (U B0 B ) + e (AN (U B3 0 EE)

= 1 (AN Bit) + pe (AN UL B)) = 1 (A0 B + )y 1o (AN )
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— S (AN E))

Por lo tanto, la igualdad es vilida para n = k + 1, asf que, por el principio de induccién, lo
es para cualquier n € N.

Ahora bien, como la familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de F,
para cada n € N el conjunto U;.Lzl E; es medible, asf que:

e A) = e (AN U= ) + e (AN (Ujy By
= i (AN Ey) + (AN (U, Ey))

> S (AN E) + (AN (U Ey))

Tomando limite cuando n ~» oo y utilizando la o-subaditividad de la medida exterior se
obtiene:

1 A) 2 2 (AN Ey) + e (AN (U Ey))
> (AN UL E)) + pe (AN U B
Por lo tanto, |J;Z, £; es medible.

Sea ahora F7i, F5, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles, no necesaria-
mente ajenos por parejas.

Definamos una nueva familia de conjuntos medibles, F1, Fs, ..., de la siguiente manera:

E1 = F1
E,=F, — UZ;}F ¢ para cualquier n € N mayor que 1.
Como la familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de R, los conjuntos

Ey, Es, ... son medibles; ademds, son ajenos por parejas y U F, = U, E,. Por lo tanto,
Uee , F, es medible.
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Corolario 4. Todo elemento de o(A) es medible.

Demostraciéon

El resultado es inmediato pues la familia de conjuntos medibles forma una o-algebra que
contiene a los elementos de A.

Proposicién 9. La funcién que asigna a cada conjunto medible E su medida, u(E), es

o-aditiva.
Demostracion
Sea Ei, Es, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas.

Por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene (72, £;) < > 272, u(E;). Por otra
parte, por la aditividad finita de la funcién que asigna a cada conjunto medible su medida,
se tiene, para cualquier n € N:

M(U?L Ej) > M(U?:l Ej) = Z?:l n(E;j)

Asi que tomando limite cuando n ~~ oo, se tiene:

(U2 £5) > 5252, n(Ey)

Si denotamos por M a la familia de los conjuntos medibles, sabemos ya que M forma una
o-algebra de subconjuntos de F. Ademds, la funcién p : M — R es no negativa, o-aditiva
y p(0) = 0. Asf que i es una medida definida sobre una o-slgegra de subconjuntos de F la
cua es una extension de p,. M es mds grande que la o-dlgebra generada por A ya que todos
los conjuntos de medida exterior cero son medibles. Esto es andlogo a lo que ocurre con la
medida de Lebesgue, la cual estd definida no dnicamente sobre los subconjuntos borelianos
de R, sino también sobre todos los conjuntos de medida cero.

Los resultados anteriores pueden condensarse en el siguiente teorema:

Teorema 5 (Teorema de extensiéon de Carathéodory). Sea F un conjunto, A un dlgebra de
subconguntos de F y py : A — RT U {oo} una quasi medida. Entonces existe una medida
p: S RTU{oo} tal que p(A) = py(A) para cualquier A € A, donde S es una o-dlgebra
que contiene a o(A) y a los conjuntos de medida exterior cero.
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Definicién 14. SiF es un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y py : A — RU{oo0}
una quasi medida. A la medida p : S — RY U {oo} del teorema anterior la llamaremos la
medida generada por la quasi medida .

La o-algebra de los conjuntos medibles

Ahora veremos que la familia de los conjuntos medibles, si bien es m&s grande que la o-
algebra generada por A, en general no es mas grande que la o-dlgebra generada por A y los
subconjuntos de F que tienen medida exterior cero. Esto ocurre, en particular, si la medida
obtenida mediante el teorema de extensién de Carathéodory es o-finita.

Obsérvese que si un conjunto B C F tiene medida exterior cero, entonces, dada cualquier
¢ > 0 existe una coleccién infinita numerable, A, As..., de elementos de A tales que
B C Uil Ay Doy Ho(Ag) < . Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 15. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y p, : A — R una
quast medida. Diremos que un conjunto B C F tiene medida i, cero si, dada cualquier € > 0,
existe una coleccion infinita numerable, Ay, A, ..., de elementos de A tales que B C | J,; Ak

Y > opey Ho(Ag) <e.

Obviamente, un conjunto B C F tiene medida exterior cero si y sélo si tiene medida f, cero.

Proposicién 10. Si u es finita, dado cualquier conjunto medible E, existe B € o(A) y un
conjunto C, de medida cero, tales que E = BUC y BNC = (.

Demostraciéon

Sea E un conjunto medible. Entonces, como E°¢ es medible, dada n € N, existe una cubierta
de E°, Aﬁ”), Ag"), ... tal que:

> AT < p(Ee) + 4

A = ; A§-") es entonces un elemento o(A) tal que:
AW — E¢) = p(AW) — p(E) < Y0, p(AY) = p(E) <

Por lo tanto, si A = ﬂ;’leA(”), se tiene F¢ C A y, para cualquier n € N:
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H(A = E°) < p(AD) — B9) <

S |-

Asi que, (A — E€) = 0.
Por lo tanto, si B = A€, se tiene que B C E y:

B —B)=p(ENB) =pu(ENA)=pu(ANE) = u(A—E%) =0
Definiendo C' = E — B, se tiene E=BUC, BNC =0, Beo(A) y u(C)=0.

Proposicién 11. Si i es o-finita, entonces, dado cualquier conjunto medible E existe A €
o(A) y un conjunto C, de medida cero, tales que E = A — C.

Demostraciéon

Sea (F}),ey una sucesién de conjuntos medibles, ajenos por parejas, tales que F = (J”; F
y i (F)) < oo para cualquier k£ € N.

Para cada k € N, definamos E, = FE N F},.

Como E} es medible, dada n € N, existe una cubierta de FEj, Ag?,z, Agf,g, ... tal que:

S (AN < u(Br) +

A,(C”) =, Ag"k) es entonces un elemento o(A) tal que Ej, C A,(C”) y:

WA — By = w(AP) — u(By) < 0, ml(AY)) — u(By) < ke

En palabras, para cada £ € N tenemos un conjunto A,ﬁ”) € o(A), el cual contiene a Ej y
cuya medida difiere de la de Ej en menos que n—ék

La idea ahora es juntar las cubiertas de los conjuntos Ej (k € N) para obtener una cubierta
de E.

Definamos A™ = UZ‘;lA,(ﬂn). Entonces, £ = UP B, C A® y:
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AP — B = A® — (U2, By) € Uz, (A" - Ei)

Asi que:

pAW — B) < Y2 (A — B < Y, A =1

En palabras, para cada n € N tenemos un conjunto A™ € ¢(A), el cual contiene a F y cuya
medida difiere de la de E en menos que %

La idea ahora es intersectar los conjuntos A (n € N) para obtener un conjunto A en o(.A)
que contenga a F y tal que la medida de A — E sea cero.

Definamos A = N2, A™. Entonces, A € 0(A), EC Ay A— E C A™ — E para cualquier
n € N. Por lo tanto:

A - E) < (A - E) <

3=

para cualquier n € N.
Asi que, u(A— FE) = 0.
Finalmente, definamos C' = A — F; entonces, C' tiene medida cero y se tiene £ = A — C.

Corolario 5. Si i es o-finita, la o-dlgebra de los conjuntos medibles es la o-dlgebra generada
por A y los conjuntos de medida cero.

Ademis, se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 12. Todo conjunto de medida exterior cero estd contenido en un conjunto
B € 0(A) de medida exterior cero.

Demostraciéon

Sea A un conjunto de medida exterior cero. Para cada n € N, sea {A}} una coleccién
infinita numerable de elementos de A tales que A C (", AF v > opoy 1o(A}) < 1. Definamos
B, =U, Al y B=(),—, Bn. Entonces, B € o(.A), tiene medida exterior cero y A C B. .
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Medidas completas
Definicién 16. Sea F un conjunto, & una o-dlgebra de subconjuntos de F y u una medida
sobre &. Diremos que S es completa con respecto a | si contiene a todos los subconjuntos de
los conjuntos de medida |1 igual a cero.

Si una o-dlgebra &y no es completa con respecto a una medida p, se puede completar. En
efecto, sea H la familia de conjuntos B € 3 tales que p (B) = 0, entonces la familia S de
conjuntos de la forma AU FE, donde A € Sy y F es un subconjunto de un conjunto B € H,
forma una o-dlgebra de subconjuntos de F.

La prueba de que F € & y que & es cerrada bajo uniones numerables es inmediata. Para
probar que  es cerrada bajo complementos, sea C = AUFE € &, donde A € Sp y F es un
subconjunto de un conjunto B € H. Entonces:

Cc=(AUE)=ANE°=A°N[E°N(BUB"°)]
=AN[(E°NB)UB‘ =(A°NB°)U(A°NE°NB)
Asi que C° € S.

Obsérvese que & es la o-dlgebra generada por g y los subconjuntos de conjuntos B €
de medida cero.

Extendamos p a & definiendo (AU E) = p (A) para cualesquiera A € Sy y E un subcon-
junto de un conjunto B € H.

Sea C' € & tal que p (C) = 0, entonces C = AU FE, en donde A € Sy y £ C B, con B € H.
Asi que:

Como p(A) = p(AUE) = pu(C) =0, entonces A € H.

Sea ahora D C (', entonces D C AU B, asi que D € §. Es decir, & es completa con respecto
a .

Lo anterior también muestra que si C' € Sy pu(C') =0, entonces C C AU B, con A, B € H.
Por lo tanto, todo conjunto C' € & de medida cero esté contenido en un conjunto G € ( de
medida cero.

Retomando el enunciado del teorema de extensiéon de Carathéodory, la medida pu restringida
a o (A) sigue siendo una medida. La proposicién 12 muestra entonces que si completamos
o (A) con respecto a p, obtenemos la o-dlgebra generada por A y los conjuntos de medida
exterior cero, es decir, recuperamos la medida u definida sobre .



